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金属铑的反演势构建和应用 

 

任县利，陈  松*，周建仁，谢  明，王塞北，陈静洪，毕亚男 

(昆明贵金属研究所 稀贵金属综合利用新技术国家重点实验室，昆明 650106) 

 

摘  要：采用第一性原理方法，计算得到铑的内聚能曲线；基于陈氏晶格反演理论，将内聚能进行

反演得到其晶格反演对势曲线；采用本文提出的双指数型势函数对反演对势曲线进行拟合，获得该

函数的精确解析式。为了验证该对势函数的有效性，分别采用第一性原理方法、嵌入原子势方法以

及反演对势方法，计算铑的声子谱，计算结果表明，反演对势可以有效地反映原子间相互作用。结

合玻尔兹曼分布函数及势函数的解析式，利用自编程序计算得到在不同温度下铑的晶格振动平均位

移的数值解，同时得到在室温条件下铑的线膨胀系数，体弹性模量和格林乃森常数等物理量，计算

结果与实验数据基本符合，说明构建的铑的反演对势是准确有效的。 
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The construction and applications of the lattice inversion potential for rhodium metal 

 

REN Xian-li, CHEN Song*, ZHOU Jian-ren, XIE Ming, WANG Sai-bei, CHEN Jing-hong, BI Ya-nan 

(Sate Key Laboratory of Advanced Technologies for Comprehensive Utilization of Platinum Metal,  

Kunming Institute of Precious Metals, Kunming 650106, China) 

 

Abstract: The lattice cohesive curve of rhodium was obtained through first-principles calculations. The 

inversion pair potential curve was generated by inverting the cohesive energy based on Chen's lattice 

inversion theory. The double-exponential potential function proposed in this paper was used to fit the 

inversion potential curve, and the accurate pair potential function was obtained. The phonon spectra of 

rhodium was calculated through using the inversion potential data, the EAM (embedded atom method) 

potential theory and first principle method to verify the reliability of the inversion potential function. The 

calculation results showed that the inversion pair potential effectively reflect the interatomic interaction. The 

method combining Boltzmann statistics equation with accuracy fitting of lattice cohesive energy curve at 

different temperature was proposed to calculate the thermal expansion coefficient, the bulk modulus and 

Grüneisen constant at room temperature. The calculated results were consistent with the experiment results, 

indicating that the constructed inversion potential of rhodium was accurate and effective. 

Key words: computational materials; rhodium; lattice inversion; first-principles; accurate inversion potential 

 

原子间相互作用势是凝聚态物质在原子尺度上

进行计算模拟的基础，特别是使用分子动力学等方

法对物质的结构和性质进行模拟研究时。获得精确

的原子间势函数一直是模拟计算的重点和前提，并

直接决定了模拟结果的准确性和有效性。陈氏晶格

反演势理论，作为一种对势理论，已经被广泛的应
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用于各种材料的研究中，包括金属间化合物，金属

陶瓷，离子晶体，半导体和金属氢化物[1-5]等材料领

域。陈氏晶格理论以数论中的莫比乌斯理论为基础，

可以获得中心原子与任意近邻下的原子之间的相互

作用，从而得到精确的原子间相互作用势，反演过

程以数论为基础，不含经验成分，得到的结果是准

确有效的。而传统的多体势模型如 EAM势(嵌入原

子势)，势函数中包含的参数往往通过拟合实验数据

获得，含有较大经验性，并且在不同条件下，参数

的值不同。同时，对于不同种材料，对应有不同的

势函数形式。所以多体势模型往往普适性不强[6-8]。 

本文以贵金属铑为研究对象，基于第一性原理

和陈氏晶格反演理论，构建铑的精确反演对势。并

利用对势的计算结果计算铑的声子谱以验证其有效

性和可靠性。计算铑的线膨胀系数等物理量，为铑

的研究尤其是在工程应用上的研究提供参考。 

 

1 计算过程 

 

1.1 反演势的构建 

基于莫比乌斯理论，陈氏晶格反演方法[9]将得

到的晶格内聚能反演，从而得到原子间的对势，可

以总结为以下两个函数之间的转换。如果： 

1

1
( ) ( ) ( ( ) )

2 n

E x r n b n x




           (1) 

其中 E(x)为原子内聚能，x为最近邻距离，r(n)为第

n近邻原子的配位数，b(n)为第 n近邻原子的相对距

离，那么： 

 
1

x 2 ( ) ( ( ) )
n

I n E b n x




            (2) 

函数(2)中的 I(n)为反演系数，可以通过式(3)计算： 

1

1
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( )
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b n b m
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I n r b
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  

               (3) 

集合{b(m)}满足乘法半群，并且通过计算机编程使

得 b(1),b(2)…b(n)按从小到大排序，并且 b(1)=1。b-

1[b(m)/b(n)]是一种数学运算，表示当 b(m)/b(n)的值

属于集合{b(m)}并等于 b(k)时，那么该运算得到的

值即为 k。计算使用 Material Studio 软件中的

CASTEP 模块，采用基于局域密度近似(LDA)的赝

势，计算了 fcc(面心立方)金属铑在不同原子距离下

的孤立原子基态能。计算过程中布里渊区 k空间网

格划分为 16*16*16，截断能设置为 340 eV，迭代过 

 

 

 

程收敛精度选择 1*10-5 eV。计算选取的价电子为

4d85s1，计算过程不考虑自旋极化[10-12]。孤立原子基

态能计算结果如图 1所示。采用式(4)函数： 

0 0
( ) exp[ ( ) / ]r E D r R              (4) 

对图 1所示曲线进行拟合，其中 E0表示孤立原

子的基态能且有 E0
Rh= −601.483 eV。 

 

 

图 1 铑的孤立原子基态能曲线 

Fig.1 The isolated atomic ground state energy curve of Rh 

 

在相同的参数设置条件下，在铑的 fcc 晶格原

胞中计算原子距离从 0.2~0.7 nm，步长为 0.01~0.05 

nm共计 40个格点的内聚能。并减去基态能的值即

得到晶格内聚能曲线。如图 2所示。根据以上计算

结果用自编程序计算得到原子距离从 0.2~1.2 nm，

步长为 0.02 nm的晶格反演势曲线，如图 3所示。 

 

 

图 2 铑的晶格内聚能曲线 

Fig.2 The lattice cohesive energy curve of Rh 
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图 3 铑的晶格反演势曲线 

Fig.3 The lattice inversion potential curve of Rh 

 

1.2 反演势曲线的拟合 

精确的拟合函数，尤其是全局性符合程度高的

函数，是下一步精确计算的基础。采用 Origin软件

对图 3所示曲线进行拟合，拟合质量通过软件给出

的相关系数进行评估。相关系数的值在 0~1 之间，

值越接近于 1，表明拟合的效果越好。本文分别采

用 Rose函数，Morse函数及本文提出的新型的双指

数型函数对反演势曲线进行拟合，并对拟合结果进

行对比和分析。 

1.2.1 Rose函数和Morse函数的拟合 

Rose函数常被用来做对势函数的拟合[13]，其函

数形式如下： 

0 0
( ) [1 ( )]exp[ ( )]r D r R r R           (5) 

其中 D、R0和 α 为拟合得到的参数，φ(r)表示

对势势能，r为最近邻原子距离。拟合得到的相关系

数值为 0.99781，可见拟合质量符合要求。 

Morse 函数已被广泛运用于 fcc 金属的对势函

数的拟合中，其函数形式如式(6)。 

0 0
( ) [exp( 2 ( )) 2exp( ( ))]r D r R r R         (6) 

拟合得到的参数值如表 1所列，表 1中同时将

计算得到的数据与 Flahive等[14]计算的数据对比。 

对比发现：R0和 α的值相对差别较小，而 D的

值相差较大。这主要是两者选择的计算温度不同，

本文计算选取 0 K为基准态；而文献[14]的数据计 

 

表 1 利用Morse函数拟合得到的铑参数对比 

Tab.1 Fitting parameters in Morse potential function of Rh 

D/eV α/(1/nm) R0/nm 相关系数(r) 来源 

0.75701 0.146151 0.296167 0.99911 本文 

0.6674 0.15423 0.2875 — [14] 

算基准态为气态，并且文献[14]中 R0由平衡态最近

邻原子距离决定，α 与势函数的二阶求导有关，尽

管随着温度的变化，原子间距离会以平衡态最近邻

距离为中心做热振动，导致晶格常数发生改变，但

根本上平衡态最近邻原子距离始终保持不变，所以

当拟合选取的温度不同时，这两个参数的值差别较

小。而 D值与势函数对应的最低势能有关，由势函

数选取的基准态决定，并且气态条件下，基准态能

量要小于 0 K时孤立原子的基态能，所以导致了 D

值有 0.0896 eV的偏差，且文献[14]对应的值较小。

所以本研究得到的势函数是准确有效的。 

1.2.2 双指数型势函数的拟合 

为了进一步提高函数拟合精度，本文提出了包

含有 5个参数的双指数型势函数，其形式如下： 

1 0 2 0
( ) exp[ ( )] exp[ ( )]r D r R D r R         (7) 

拟合得到的相关系数为 1，表明拟合精度高，

得到的参数如表 2所列。 

 

表 2 利用双指数型函数拟合得到铑的参数 

Tab.2 Fitting parameters in double exponential potential function 

of rhodium 

D1/eV α/(1/nm) D2/eV β/(1/nm) R0/nm 

-1.25022 0.108703 -0.58873 0.344887 0.280592 

 

为了对比和分析 3种函数拟合对势曲线的效果，

将其拟合结果进行放大观察和分析。如图 4所示。

结果表明，Rose函数和Morse函数虽然在对势函数

曲线的长程段和短程段拟合效果较好，但是在曲线

的拐点附近与曲线的一致性符合较差。所以两个函 

 

 

图 4 三种势函数拟合结果的比较 

Fig.4 The comparison of the fitting results  

of these three potential functions 
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数的全局性精度相对不高。而本文提出的双指数型

势函数，在拟合的全局上表现非常优异，且相关系

数为 1，表明拟合精度很高，为下一步的精确计算，

提供有力的基础。 

 

2 应用和分析 

 

2.1 铑的声子谱的计算 

为了验证对势函数的有效性，通过 Material 

Studio软件中的 GULP模块分别采用反演对势方法

和EAM势中的 Sutton-Chen多体势方法以及通过软

件中的 CASTEP 模块(采用有限位移法)计算了铑的

声子谱，如图 5所示。 

 

 

图 5 铑的声子谱 

Fig.5 The phonon spectra of Rh 

 

布里渊区对称点坐标为 G(0, 0, 0)、X(0.5, 0, 0.5)、

W(0.5, 0.25, 0.75)、K(0.75, 0.375, 0.375)、L(0.5, 0.5, 

0.5)。结果表明，三种方法对应的声子谱曲线的变化

趋势是相似的，表明反演对势可以有效的反应原子

间的相互作用。同时，采用 Sutton-Chen方法计算声

子谱时所需的时间比对势方法所需的时间要多 40

倍，说明对势函数在计算量上有明显的优势。 

对于不同的材料体系，EAM势的函数模型不同

且均包含有经验成分[15]。并且其函数推导过程往往

以 Rose函数为基础，导致在后续的计算精度不够。

而反演对势函数基于数学理论，通过严格的数学证

明，不含有任何经验成分，是一种全局精确的势函

数。对于声子谱的计算结果也是有效和可靠的。
 

2.2 势函数的应用和计算 

采用式(8)双指数型函数对图 2所示的铑的晶格

内聚能曲线进行拟合，拟合得到的参数如表 3，拟

合相关系数为 0.99996。 

1 0 2 0
( ) exp[ ( )] exp[ ( )]u r D r R D r R         (8) 

 

表 3 利用双指数型函数拟合内聚能曲线得到的铑参数
  

Tab.3 Fitting parameters of cohesive curve using double 

exponential potential function for rhodium 

D1/eV α/(1/nm) D2/eV β/(1/nm) R0/nm 

-7.39328 0.118509 -0.9365 0.374774 0.304313 

 

对该函数求一阶导数，并令其值为 0，得到 0 K

下，平衡态原子最近邻距离 r0
Rh = 0.2686139 nm。在

此基础上，分别计算了铑的线膨胀系数，体弹性模

量以及格林乃森常数等物理量，并与实验数据进行

对比和分析。 

2.2.1 线膨胀系数的计算 

本方法基于计算得到的势函数的解析式以及玻

尔兹曼分布函数[16]，计算在不同温度下，铑的热振

动平均位移。 

B

B

/

/

V k T

V k T

e d

e d

 




 


 



 


            (9) 

其中 δ=r − r0，r0为 0 K下平衡态原子最近邻距离。

考虑到原子距离不可能为负值，且从 a 到∞变化，

其中 a为铑的离子半径。 

B

B

( ) /

0
( )/

V r k T

a

V r k T

a

re dr
r

e dr


 

 
 



        (10) 

由于线膨胀系数是一维物理量，V(r)应为一维

原子链上的势能，而公式(8)中的 u(r)为原子间总能，

是三维的量。所以 V(r)与 u(r)之间的关系应为 

1
( ) ( )

3
V r u r                (11) 

将式(8)及表 3 中的数据代入到式(10)中，用自

编程序计算得到 273~373 K范围内不同温度下的原

子平均热振动位移的数值解。结果如图 6所示。 

 

 
图 6 铑的原子热振动位移-温度曲线 

Fig.6 Relationship between average atomic thermal vibration 

displacement and temperature curve of Rh 
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由式(12)： 

0

1 d

d
L

r T


                 (12) 

计算得到 273~373 K温度段的铑的线膨胀系数

的平均值为 αL
Rh=0.71978×10-5 K-1。与文献[17]实验

数据对比 αL
Rh=0.85×10-5 K-1，计算结果的相对误差

为 15.3%，说明计算数据与实验数据相比基本符合，

但值较小。这主要是因为忽略了金属自由电子气的

影响。根据格林乃森方程： 

V

V

V

C


                   (13) 

其中 κ为体弹性模量，αV为体膨胀系数且与线膨胀

系数之间的关系为 αV=3αL，γ 为格林乃森常数，CV

为定容比热容。金属的比热容包括晶格比热容和电

子比热容两部分[16]，其表达式如下： 
total lattice electron

V V VC C C              (14) 

当温度高于德拜温度时，晶格比热容起主导作用，

但是当温度较低时，电子对金属的比热容会有显著

贡献，所以在 273~373K 范围内，金属自由电子对

比热容的影响不能忽略。所以导致计算结果值偏小。 

但该计算方法是有效且十分有意义的，传统的

计算线膨胀系数的理论方法，主要依靠近似原子间

作用势和分子动力学方法等，每种方法都有自己的

假设，许多假设只有在有限的温度范围内才有效[18]，

且计算量大，流程复杂。本方法结合原子间相互作

用势和玻尔兹曼分布函数，计算量小，步骤简单，

具有一定精度，适合实际使用。 

2.2.2 体弹性模量的计算 

体弹性模量和原子间相互作用势的关系[19]可

以用下式表示： 
2

2
( )

U
V

V






                  (15) 

其中 U为原子内聚能，V为单个原子在 fcc晶

格结构中所占的体积，所以有： 

2

2 2

2 2 2

9 9

u u

r r r r


 
 

 
            (16) 

将公式(8)带入到上式得： 

 (17) 

由公式(10)计算得到在室温 293 K 下原子的平

均热振动位移为δ
-

Rh=5.51×10-4 nm，所以室温下原子

平衡态最近邻原子距离为 r0'=0.2719819 nm，r0'由公

式 r0'=r0+δ
-

计算得到。带入到公式(16)中，得室温

(293K)下铑的体弹性模量为 κRh=3.132099×1011 

N·m-2，与实验数据[17] κRh=2.76×1011 N·m-2对比，误

差为 13.5%，说明计算结果是准确有效的。 

2.2.3 格林乃森常数的计算 

基于公式(13)及铑的线膨胀系数和体弹性模量

的计算值，其中体积 V通过下式计算： 

 3

0
2

4

A
N

V r             (18) 

NA为阿伏伽德罗常数，r0为平衡态最近邻原子

距离。且 CV
Rh=24.98 J/mol·K，计算得到 293 K下，

铑的格林乃森常数为 γRh=2.25，与实验数据[17]对比

γRh=2.26，相对误差为 0.8%，说明得到的势函数势

准确有效[20-23]。 

 

3 结论 

 

1) 以第一性原理计算为基础，通过陈氏晶格反

演方法，得到了 fcc 金属铑的精确的晶格反演对势

曲线，并采用本研究提出的双指数型势函数对曲线

进行拟合，得到对势函数的精确解析式。 

2) 分别采用反演对势函数，Sutton-Chen 函数

及有限位移法计算了铑的声子谱，对比发现本文得

到的势函数是有效的。 

3) 提出了基于反演势和玻尔兹曼分布函数计

算线膨胀系数的方法，计算了铑的线膨胀系数、体

弹性模量和格林乃森常数，与实验数据的对比相对

误差分别为 15.3%、13.5%和 0.8%。表明本研究提

出的计算方法是准确且有效的。 
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